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Scoz.ro.

Nr fegupnu efcmp;, che fono i pity fempl:cx,f avverta , che
la lettera « rapprefenta I’ unith arbirraria, la quale fervc 2
rendere le dimenfioni uniformi. . La brevitk, che voglio offer-
vare, non mi permette di efporre molte vcmh che nalcono
da que{’tr prmcip;, tra le quah fi comprcndonc algune alcre
maniere di giungere a quefte rerrificazioni, ne dedurrd fola-
mente la foluzione dell’ infrafcritto problema toncernente la
curva lemnifcata famola pel fuo ulg nella coﬁruzme dclle
curve elaftica 5 ¢ ilocrona pafacentmica. - . <
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ADDITAMENTUM L

D¢ Curvis Elaflicis.
I

J Am pridem fummi quique Geometrz agnoverunt, Methodi
in hoc Libro traditz non folum maximum effe ufum in ipfa
Analyfi, fed etiam eam ad refolutionem Problematum phyfico-
rum amplifimum fubfidiom afferre. Cum enim Mundi univer-
fi fabrica fit perfectiffiima, atque a Creatore fapicntifiimo abfo-
lura, nihil omnino in mundo contingit , in quo non maximi
minimive ratio quapiam eluceat: quamobrem dubium prorfus
eft nullum , quin omnes Mundi effe®us ex caufis finalibus ,
ope Merhodi maximorum & minimorum zque feliciter determi-
nari queant, arque ex ipfis caufis efficientibus.  Hujus rei vero
paffim tam eximia extant fpecimina, ue ad veritatis confirma-
tionem pluribus Exemplis omnino non indigeamus ; quin po-
tius in hoc erit elaborandum, ut, in quovis Quaftionum narura-
linm genere, ea inveftigetur quantiras, qua maximum minimum-
ve induat valorem : quod negotium ad Philofophiam potius
quam ad Mathefin pertinere videtur. Cum igitur duplex pa-
teat via effectus Naturee cognofcendi 5 altera per caufas efficien-
tes , que Methodus direéta vocari folet; altera canfas finales ;
Machematicus utrdque pari focceffu utitur. Quando feilicer
caufe efficientes nimis funt abfconditz , finales autem noftram
cognirionem minus effugiunt; per Methodum indireétam Quaf
tio folet refolvi : e contrario aurem Methodus direa adhibe-
tur, quoties ex caufis efficientibus effetum definire licer. In=
primis autem opera eft adhibenda, ut per ntramque viam aditus
ad Solutionem aperiatur: fic enim non folum altera Solutio per
alteram maxime confirmatur, fed etiam ex uwiufque confenfi

Hh 3 fars
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246 DE CURVPIS

fummam petcipimus voluptatem. Hoc modo, eurvatura finis
feu catene fufpenfe duplici via cft erura ; altera 2 priori, ex
follicitationibus gravitatis ; altera vero per Methodum maximo-
Tum ac minimorum , quoniam funis ejufmodi curvaturam recie
pere debere intelligebatur, cujus centrum gravitatis infimum ob-
unerct locum,  Similiter curvarura radiorum per medium dia-
phanum variz denfitatis tranfeuntium, tam a priori eft determi-
mat, quam etiam ex hoc principio , quod tempore breviffimo
ad datum locum pervenire debeant. Plurima autem alia fimilia
excmpla a Viris Celeberrimis BER NouLLITs, aliifque , funt
prolata, quibus tam Methodus folvendi a priori, quam cogni-
tio caularum efficientium maxima accepit incrementa,  Quan-
quam igitur , ob hec tam multa ac praeclara fpecimina, dubium
nullem relinquirur quin in omnibus lineis curvis, quas Solutio
Problematum phy fico- mathematicorum fuppeditat , maximi mini-
mive cujufpiam indoles locum obtineat; tamen {zpenumero hoc
ipfum maximum vel minimum difficillime perfpicitur; etiamfi a
priori Solutionem eruere licuiffet, Sic etfi figura, quam lamina
claftica incurvata induit, jam pridem eft cognita ; tamen que-
madmodum ea curva per Methodum masximorum & minimo.
rum , hoc elt, per caufas finales, inveftigari poffit., 2 nemine
adhuc eft animadverfum. Quamobrem cum Vir Celeberrimus,
atque in hoc fublimi naturam fcrucandi genere perlpicaciffimus,
Danie! BERNOULLI mihi indicaflet fe univerfum vim, que
- in lamina elaftica incurvata infic, uma quadam forn . l.
vin potentialem appellat, complecti pofle ; hancqu pOtent Ia
nem-in curva Elaftica minimam effe oportere ; quoniam hoc
invento Methodus mea maximorum ac minimorum hoc Libre
radita mirifice illuftratur ejuique ufus ampliffimus maxime evin-
citur ; hanc oceafionem exoptatifimam practermitrere non pof-
fum, quin, hanc infignem curve Elaftice proprietarem a Celeb.
ERNOULLIO obfervatam publicando, fimul Methodi mee
wum clarius patefaciam. Continet enim ifta propricras in fe
differentialia fecundi gradus, ita ut ei evolvendz Method; Pro-
blema ilopesimerricum folvendi ante traditz non fufficiant. S
2. oIf
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2. Sit AB lamina Elaftica uccunque incurvata; vocetur ar- p, ewon
ars AM =+, & radius ofculi curva MR —R: arque,, fe- #va La-

HiIE

cundum BERNOULLIUM , exprimetur wis potentialis in la- Einfiica

mina portione A M contenta hac formula / f:—’ 5 fiquidem la-

mina fit ubique zqualiter craffa, lara & elaftica, atquein ftatu
naturali in direGtum extenfa. Hinc ifta erit curve A M indo-
les, ut in ea hec expreffio omnium minimum obtineat valorem,
Quoniam vero in radio ofculi R differentialia fecund: gradus
infunt , ad curvam hac proprictate praditam determinandam
quatuor opus erit conditionibus, id quod cum Quaftionis naru-
ra apprime convenit, Cum enim per datos terminos A & B
infinite laminz Elaftice exque ejufdem longitudinis inflecti que-
ant, queftio non erit determinata, nifi prater duo punéta A &
B, fimul alia duo puncta, feu quod eodem redit pofitio tan-
gentium in pundis exwremis A & B praferibatur,  Propofita
namque lamina Elaftica , longiori quam eft diftantia punétorum
A & B; ea non folum ita incurvari poteft, ur intra terminos
A & B contineawr, fed etiam ut ejus tangentes in punétis hif="
ce datas tencant directiones. His notatis; Quaftio de inve-
nienda curvatura lamine Elaftice, ex hoc fonte refolvenda, ita
debet proponi: wr, inter omines exrvas oinfdem longitndinis , gue
non folum per punila A & B tranfeant, fid eriam s his punttis @
redlis pofirione dasis tanzantur , defniatur ca in gua fit valor hu-
Jus expreffionis { R~d—; MeLsEINIHS,

3- Quia folutionem ad coordinatas orthogonales accommo-
dari convenit , fumatur reca quxcunque AL pro aze , in qua
fit abfcilfa A P= x, applicata PM =y ; ponatur, uti Metho-
dus tradita jubet , dy == pdx, dp — gdx ; erit elementum
curve Mm —=dse—=dxy (1 +pp).  Primum ergo quia
curvae, ex quibus quefica erui debet, toperimetrz (tatuuntor g
habebitur ifta expreflio confideranda fdx v ( 1 + 22);i quz
cum generali /24y comparata hunc prbet valorem differentialem:

! 1

Figi T

Fig. .

sz forids.
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I . Y i de't e pp? ®
&f. e ; ta —_ ‘—-.._.___...___
e ??"-—"‘L—-'(] 555 Deinde cum fit radius ofculi o

SR Y M D ds ) e

- 5 =R, formula [~ KR Qua minimum effe de-

bet, abitin / ___l_j'_ﬁ"f!._?‘_q:_z. Comparetur hae cum forma gene-
Cr )

rali [Zdx; erit z2— 19 —» & pofito 42 = Mdix +

(14pp)

Ndy+Pdp +Qdg, erit M—o, N—o, P— :—iﬁ'{r{_‘.
! (1 pp)”

& Qe—e =1 o Valor ergo differentialis ex hac formu-

(1 4pp)

d: : .

laf JLL-Z oriundus , erit —-—‘-‘j-f 4 "!-J;Q. Quamobrem
(14pp)” gl

ro curva quafita hec i 72 P & P Wiy

pro o qdzl habebitur zquatio , 7y AT

= EI?‘Q_' i que, per 4 x multiplicata & integrata , dat

d T .
:.-'(Lf -;-'}E—J +C&=P— :EG-Q- Multiplicetur hec 2quatio per

gdx=dp, ut prodeat Fﬁ%jﬁ + €dp = Pdp — 440Q.
Cum autem; ob M—o & N=—o, fit dZ—=Pdp +Qdyq,
erit Pdp =—=dZ — Qdg, quo valore loco Pdp fubftituto,
ardp ned, .
Rt XS g ) +Cdp—=d2 —Qdg— 9dQ ; qua
denuo integrata dat /(1 +pp) +Cp + v —=2Z — Q 4.

am am fit = —211 _ & O— L ri

] < (it pp)” = VRS

ey (14pp) +Cpt y== —-:L’;_-;- Sumantur conftan-
C¥ dppl s

tes arbitraria «, €2 & y negative, critque 4= ( 1t + pp 1

%y (2

FRER)RMETTO
2 RE < |

Lagrange R &Rk ziEH

Euler-Lagrange =

iR R IC B 9%
Neother® & B () & 54)
(Emmy Neother 1918)

M, Euleriana 2025 @
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Ry (e (14pp) +6p+y) =j—£. Hinc ergo elicicur fe-

quens aquatio

dyp
FE Pin:‘l\’(m‘v’(l-l-P_?)—l-GP-!-y)
Decinde ob 3 = pdx, habebitur quoque

pdp ;

(122)""" ¢ (e (dpp)d Crt o)
que  duzequationes fufficerent ad curvam per quadraturas conf.
truendam,

4. Harum formularum fic in genere fpeftatarum neutra eft
integrabilis ; combinari autem certo quodam modo poflunt ,
ut aggregatum integrationem admittat.  Cum enim fic
PRAACTUCR 5, DE oo ) dp(8 —yp)

dx =

88—

¢ V(1 +.=""’,;’ Cpp) WV 45 4 3)
erit > m\"(1+PF",‘?—+{;a+vjz €x —vy + 4. Quo-
(14 pp)

niam axis pofitio eft arbitraria , conftans 4 fine defecu ampli-

tudinis omitti potelt. Decinde vero etiam axis ita mutari poteft
»— . . .

ut fiat %G‘ . ;I_Tg;.) abfciffa, stitque applicara ﬁi—?—;) ;

hinc etiam tuwto ¥ nihilo axqualis poni poteft , quia nihil impe-

dit, quominus illa nova ablciffla per » exprimarur. Hanc ob

rem ; habebimus pro curva Elaftica iftam zquationem

2V (aV(14p2) +Cp ) =—=Cx(r4pp) ' %, que, fumptis qua-
dratis, dat g4y (1+pp) + 4Cp ==C" "y (1 +pp). Sit,

a - Fid
ad homogeneitatem introducendam, & =— L 1 — -4;;-
i

aa
erit maap — (nmxx — maa) V(14pp), unde »* *pp
= (zaxx—maa) (14 pp); ideoque p = , .,
T HHXX — Mad sy :
Vintat— (unxx—maa)*) dx Muraris Ciks confian-
tibus, arque abiciflam » data conftante five augendo five mi-
nuendo; habehiur hujufmodi zquatio pro curva Elsftica gencralis:

Euicri De Max. ¢ Min, 1i dy

SO(2) &Nt Frft: %
W Llcigam
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e (atCxtnxn)dn .
dy ﬁ(u"-—(rz—l;@x-i-wmc)‘)’ €X qui oritur
aadax . *
. — V(& —(o+ CnT gail® 5 ex quibus zquatio-
nibus conlenfus hujus curva inventz cum curva Elaftica jam pti-
dem eruta manifefto elucet.

5. Quo autem ifte confenfiss clarius ob oculos ponatur, naru-
ram curve Elaftice a priori quoque inveftigabo; quod etfi jam
a Viro fummo Jacsbe BERNOULLIO excellentiffime eft fac-
tum; tamen, hac idonea occafione oblata , nonnulla circa indo-
lem curvarum Elalticarum, earupr~—- —-*-- ¢ = & ~ -
adjiciam; qua ab aliis vel prater X
tradtata effe’ video. A (CE + 6X + "}r’XQ )d.X

Fig3.  Sit lamina Elaftica AB in B i Y — .
infixa, ut ha¢ extremitas B non 2%2
ctiam tangentis in B pofitio deten \/ ﬂfl — ({j’.' '"I_ B X + PYX )
connexam habeat virgam rigidam __ _, . . ..
ta (it visCD =P, qua lamina in Basm femeicemns 3{_‘” .
digatur. Sumatur haec reéta AC p 2
. ==y fit abiciffa AP:x, : a d-X
{i jam lamina in M omnem elatic § — 2 XQ 5 )
perfete flexilis evaderet; a vi Py \/ e ( [ ~/ )
ne proficifcente a vis P momento : a a —I_ JjX —I_ /
ergoe hzc infexio a&u fe uatur,ela!m.mu ARLLGIAL AL AVE 111 U
librio confiftit cum vis follicitantis momento P(¢ + x). Elaf
ticitas autem primo ab indole materiz ex qua lamina conftat,

& quam ubique eandem ftatuo, pendet; wm vero fimul ab in-

curvatione lamin in pun&o M, ita ut fit reciproce propottio-

palis radio ofculi in M. Sit ergo radius ofcali in M = R
a5 £ o ol ] o8
e exiftente ds=—+/(dx' 443" ) & 4 x conftan-

te; atque exprimat —E--%' vim Elafticam laminz in M, quecum
momenito vis follicitantis P (¢ 4- x) in aquilibrio confiftar, ita
ut it P(e+x) == ER,{-L'-=. _-"—}”?j-ffz‘.ﬂ.:?, Aquatio haxc

per




Euler 1744 iR HFERXDOEH
Eulerid, Jacob Bernoulli®AnsatzZpfE(=SERA L 7=

K= B—
Eulerld, EICHEHMEMBRARENE LT, FMKdVARENZ2ER
j?
8‘?— + B32° — dafBx = 0
ds?

/iﬂ'ﬁﬂﬁﬁﬁi\fc‘: L TOFMKIVEERDOBE L SRS \
Bryant-Griffiths (1986) lcd&k %

4

(4.a.7) 2 + féi" — k2 = B(u, u) = constant.

Reduction for Constrained Variational Problems and [ x2/2 ds
Author(s): Robert Bryant and Phillip Griffiths

\Source: American Journal of Mathematics, Vol. 108, No. 3 (Jun., 1986), pp. 525570/
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i ‘// w = ax? 4+ bx*+ x4 d.
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TERTII ORBPINIE
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i, v (quod perinde ot =
rm rﬂ.:'umiqh limes polly Bcar pol-
pul e o 8 -nlurl (?I.'Ilml b 11
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Newton 1711, 1669FENEEBAHMBEDETT 12 5 1 DIHAK D EBFEH LR

o
e

ENUMERATIO

LINEARUM

TERTII ORBPINIE

” || 1. Ligcarem ﬂr-'i'r'w.f.

Teex Genmeti oz Rrandum nemoum Jimesdoms
S | avuarisate oo ey fever Ondinaies 2 ABREn
ninn, v (quod gerinde olt) fiandum sume.

ram purftoum in quiber & lnes rolls kearl pol
| S, cptime o firgeeniue in Ordlse. Q13-
i ke linea priml aln oric Kecky fula, o jocen
i mve guadnarict Owlding erom fltones. Conlia

& Clavulis, & er mnli Bve cubic vdisis. Parabo-

b Cobica, Paraboli ddvlans, Tl ricum, &

- rélijan qun Bic G fukepirna.  Curra 3vecm gaiml icacis,

T2 fE Th [Gapabdrn #efls bunot Carvae non ol pumeninda) cidem ol oom Liss

15 .,. fxune! i Oelfimin, 6 Cmva_fooundi Gonerty eadiom cacm Lizey Undisis e,

= FrLisgs Uhdinls infininini o oll quam pefla in panflis, iwfinkis Socare

poaclt, apualis it Siralls, Crelois, Quslronin, & linsl amals qus por
FELTH vl poex ol lones inlsi B!.;HII.I‘!. =
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-
Y & Hﬂﬂ&iﬁﬂﬂﬂﬁL’&Tb'ﬂ\%

G

3. Class 8

7

Class 7

3

Class 4

3c. Class 5

3b.
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P N {
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)

X m 'g;“%@;jg; EEQ;ggfg%
Lifi e, ]

Y " ﬁmi—aw&wﬁm%fé?EEEEbrua
A / \ﬂtﬁ O B S \
& | ;:5 RILHIC R 7
B SO ET 151
CDRzAKIE, Weierstrassd ¢ BAEC L > TadiiEh 5 (M2010)

X(s)+vV—1Y(s) =vV—1(—((s +w3) —e158) L
ZOWKERDT, F—2EAKREOBMELBRTELDOE, \

Class 8

f

i

3b. Class 4
3¢, Class 5

Mumford (1994). GaussldRIEL 7?2 ! Euler&®S< o o
(Lagrange, Legendre, Jacobi, B DWEHEHAR DI Lho%k) ®




Euler 1738(?), RARHIEHMBEDOIHRR :

dx 1 x2dx 1
: f — 'Z'n'.
VI —x* 70 1 —x* |
27. In tertia {pecie unicum comple&or cafum, U0 e 2SN o
quia hoc cafi axis AP curvam in puncto A tangit : hzcque terdio

fpecies (ingulare nomen curva Elafticz re@angule obtinuit. Erit

xxdx & 4 Y gads i i
% 7 o5 -"—-_-F‘“;;-jihoc:gz--

length X height = f |
0

CIg0- iy =
g '1 VL a '-—'-"13(' ) (ﬂ-
tur calu AD & A C iwa fe habebunt ut fit:
2 Ii sz = II'." I.. Z ] X
g sy LR W WP e O L R
g ATt 254" 340 25456 8
Quanquam autem hinc, neque 4, neque £ per « accurate affi-
gnati poteft; tamen alibi infignem relationem inter has quanti-
tates locum habere demonftravi. Scilicet oftendi effe 46/ = 7as,
feu rectangulum ex AD & A C formatum erit xquale arce

Circuli cujus diameter eft — A E. Reperietur autem, calculum

~ &c.)..

- . 12# : 3
fubducendo, proxime £ = fg’f ><¢::—, itaut fit 2= %--f ; hinc vis
i B

AF a

2E% DECURPFPITIS .
gua laminy extremitates A, B ad [c invicem” contrahi~debent ;

EI\‘..“Q. z " " - it

—AA M e - Pl'ﬂ 1IUs VETOTEPeEItUr f —=— ——

T3 el P P f 2y2
i

hincque é ==7"% == % 1, 1803206 ; unde in numeris puris

4f = W

e &
erit “—=— 1,3 11006, & — == 0,834612. O

«1,1803206,

erit ==




Euler 1738(?), RARHIEHMBEDOIHRR :

x? dx 1

‘ | dx !
length X height = f y f =7
0 Y1 —x% 70 1 —x*
27. In tertia {pecie unicum comple&or cafum, 31 e
quia hoc cafu axis AP curvam in pun&o A tangit : hecque fertio:

fpecies (ingulare nomen curva Elafticz re@angule obtinuit. Erit
ek v
adux

- LegendreBIMR=L ) AR — .y bocigi-
- Gauss & HTREFIFIINE S 7= .

1l T _ _'3:_ z
- __2\/2‘ 41" Qz AET‘E:.I},"'ET?Z%X%{_&C')
- 3 2 2 = 3 I
AD—b—722 [-———in""¥—'3 RS i }
z\/z( - S b 2'.4’><3-4 2'-4‘-5'x‘&'-_8 gk

Qla_nquam autem hinc, neque 4, neque £ per # accurate affi-
gnart poteft; tamen alibi infignem relationem inter has quanti-
tates locum habere demonftravi. Scilicet oftendi effe 46/ = 7as,
feu rectangulum ex AD & AC formatum erit ®quale arce
Circuli cujus diameter eft — A E. Reperictur autem, calculum:

- . 12f : :
fubducendo, proxime £ = 563 x—;:-, itaut fit 2 =— e ; ; hinc vis

ar a
nén DECURPFPITIS
gua laminy extremitates A, B ad [c invicem” contrahi~debent ;
S IVEY, 3
3 ks

==. Propius verorepetitur == % 1,1803206,
L P ;

. iy - - =
hincque é = S — <% 1803206 ; unde in numeris puris
. g

erit “—=— 1I,311006, & -&T: 0,834612.

&

erit ==

—‘w.
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92v/1_z4
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\/1—r4 Vit
N Y,
/“’ dat /“ dt N / dt
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-
1 + uuzz
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Jacobi-FussO RfR :

Euler 1751. 12-1752. 1, FagnanoD&ZRic &V IiEEIR %157
CHEZEHBRAREL 7=

BRIEFWECHSEL

ZWIBCHENR

C. G. J. JACOBI uxp P. H. voN FUSS

TBER DIE

HERAUSGABE DER WERKE LEONHARD EULERS

7. Jacobi an Fuss, 34, Oldobar 1847, a5

noch 86 go.ringﬂlng scheinenden Um.iland, welcher Boizs bﬁh’iﬂ‘-, ]agq:
Ihnen anbei zu fbersemden. Znr Franzosemzeit sind die Archive der
Akademie, als diese selbst wihrend 10 Jahren suspendirt war, umhber-
geatrent gewesen, und erst in der jetzigen Zeit sind die Trimmer wieder
gesammelt worden. Wie die von mir angefertigte Liste ergiebt befinden
gich nnter dem Geretteten die lateinischen Originale ziemlich vieler Ab-
handlungen von Leosmane und J. A. Eoues, von denen franztsische Uber-
sotzungen publicirt sind Von viel gedBorem Interesse sind aber Arboiten
Evrena, welche im Msc eine gane andere Gestalt haben, als welche eor
ihmen spBter gegeben hat, so dab man sicht, dad er keincewegs so wis
man glanbon michte die Publication seiner Arbeiten Gbereilt hat, sondern
gie bisweilan lange lisgen lisB und mehrfnch umarbeitete, Von vorzig-
lichem Interesse schien mir aber auch aus den alten Protecollm die
Lista dor Abhandlungen zu entmehmen, die or in den verschisdonen
Bitzungen gelesen hat, da dieses das beste Bild seiner Thitigheit giabt,
indem er in der Regel auch die in lhren Commeniarien abzadruckenden
unserer Akademie vorgelegt hat. Der Vergleich dieser Liste mit der
Ihrigen hat mir viel Vargniigen gemacht Bei diessr Gelagenhait habe
ich sueh einen fir die Geschichie der Mathematik nogemein wichbigen
Tag gefunden, an welchem unsere Akademie Eusxe suffordert des von
Faoxass ihr Ubersandte Werk zu prilfen, ehe man dem Verfasser ant-
wortet. Aus dieser Priffung ist die Theorie der elliptischen Functionen
entatanden.

1746LABEDEU | e r DT ENER
1843 hi

7. Jacobi an Fues, 24, Oktober 1847, 31

18.Nov. Réflevions sur la machine de M. Maivsr powr élever Ueau
(NB Vielleicht No. 583).

2.Dec.  Tentamen theoriae de frictione fluidorum (575}

28.Dec. M. le Président présente un ouvrage de géométrie en italien
en 2 volumes in 4% que M. le Marquis pe Faeyawo son
Auteur envoie & I'Académie. M. Eviee prendra la peine de
lexaminer, avant qu'on fasse réponse. (Von dieser Zeit an
datiren die durch dieses Werk hervorgerufenen Arbeiten
Euress iiber die Addition der elliptischen Integrale.)

GroBer Brief von Koexie an Mavrrrrurs.

1752.

27.Jan.  Observationes de comparatione arcuum curvarum irrectificabilium.
Die Frucht der Lectiire des Werkes von Faesaxo; das Funda-

dx
mentaltheorem tiber die Addition der Integrale f Vicat
{423).
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Jacobi-FussO RfR :

CHEZIBAEAYMHREL =

indem er in der Regel auch die in IThren Commentarien abzudruckenden

unserer Akademie vorgelegt hat.

Der Vergleich dieser Liste mit der

Ihrigen hat mir viel Vergniigen gemacht. Bei dieser Gelegenheit habe
ich auch einen fiir die Geschichte der Mathematik ungemein wichtigen
Tag gefunden, an welchem unsere Akademie Eurkr auffordert das von

Fagyaw: ihr {ibersandte Werk zu priifen, ehe man dem Verfasser ant-

wortet. Aus dieser Priifung ist die Theorie der elliptischen Funectionen

h
el entstanden.

Akadomie, als diess solbst wihrend 10 Jahrem suspendirt war, nmber-
gestrent gewesen, und erst in der jetzigen Zeit sind die Triimmer wieder
geammelt worden. Wis die von mir angefertigte Lista orgicht befinden
gich unter dem Geretteten die lateinischen Originale siemlich vieler Ab-
handlungen von Loxmamp und J. A. Eoven, von denen franztisische [ber-
setrungen publicirt sind Voo viel griBerem Interesse sind aber Arboiten
Eviena, welche im Mee cine gane anders Gestalt haben, als welche or
ihnen sphtar gegeben hat, so daB man sieht, daB er keineswegs so wis
man glanben mébchte die Publication seiner Arbeiten fbereilt hat, sondern
gie bisweilen lange lisgen lieB und mehrfoch umarbeitete. Von vorsfig-
lichem Interesse schien mir aber auch aus den alten Protecollen die
Lista der Abhandlupgen zu enimehmen, die er in den verschiedenen
Sitzongen gelesen hat, da dieses das beste Bild seiner Thatigheit giebt,
indem er in der Ragel asch dis in Thren Commentarien abzudrockenden
onserer Akademie vorgelegt hat. Dar Vergleich dieser Liste mit der
Ihrigen hat mir viel Vergniigen gemacht Bei dieser Gelegenhsit habe
ich such einen fir die Geschichte der Mathematik ungemein wichbigen
Tag gefondsn, an welchem unsere Aksdemie Huwze suffordert das won
Faoxaw: ihr Gbersandbe Werk zu prilfen, ehe man dem Verfasser ant-
wortet, Ams dieser Pritfong ist die Theorie der elliptischen Functionen
entatandon.

18. Nov.

2. Deec.
23. Dec.

217, Jan.

7. Jacobi an Fuss, 24, Oktober 1847, 31

Réflexions sur la machine de M. Maver pour élever Ueau
{NB Vielleicht No. 583}. ;

Tentamen theoriae de frictione fluidorum {575).

M. le Président présente un ouvrage de géométrie en italien
en 2 volumes in 4% que M. le Marquis pe Faexano son
Auteur envoie & I'Académie. M. Evier prendra la peine de
P'examiner, avant qu'on fasse réponse. (Von dieser Zeit an
datiren die durch dieses Werk hervorgerufenen Arbeiten
Eurers iiber die Addition der elliptischen Integrale.)

GroBer Brief von Koexie an Maveerrus.

"1752.

Observationes de comparatione arcuum curvarum irrectificabilium.
Die Frucht der Lectiire des Werkes von Faesawo; das Funda-

az
mentaltheorem iiber die Addition der Integrale | ~=—-=
(423). e

@
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indem er in

unserer Akad ;¥ Eﬂﬁiﬁ UT-...

h
el entstanden.

Akadamie, als diecs selbat wihrand 1

- BB\ LR EMa B EAORER

- FERBLOWEHE L COBAHBKNOER
- RIEAMBOET 251 DHE

- LegendreBAfRX DR

LEZEBERIDE NBYITIILRL &EBRD .

FagnanoDfiRic K W INEEIR 2B 7
CHEZHEAHEAMMAREEL 7=

gestreut gewesen, und erst in der jetzigen Leit sun mmeT wieder
geammelt worden. Wis die von mir angefertigte Ll.nt.n argieht befindon
sich mnter dem Geretteten die lateinischen Originale siemlich vieler Ab-
handlungen von Loxmamp und J. A. Eoven, von denen franztisische [ber-
setrungen publicirt sind Von viel griBerem Interesse sind wber Arboiten
Eviena, welche im Mee cine gane anders Gestalt haben, als welche or
ihnen sphtar gegeben hat, so daB man sieht, daB er keineswegs so wis

man glanben mébchte die Publication seiner Arbeiten fbereilt hat, sondern
gie bisweilen lange lisgen lieB und mehrfoch umarbeitete. Von vorsfig-
lichem Interesse schien mir aber auch aus den alten Protecollen die
Lista der Abhandlupgen zu enimehmen, die er in den verschiedenen
Sitzongen gelesen hat, da dieses das beste Bild seiner Thatigheit giebt,
indem er in der Ragel asch dis in Thren Commentarien abzudrockenden
onserer Akademie vorgelegt hat. Dar Vergleich dieser Liste mit der
]]:Jmnhﬂml:ﬂtl‘ﬁrpﬂ n gemacht Bei dieser Gelegenhait habe
ich such einen fir die Geschichte der Mathematik ungemein wichbigen
Tag gefondsn, an welchem unsere Aksdemie Huwze suffordert das won
Faoxaw: ihr Gbersandbe Werk zu prilfen, ehe man dem Verfasser ant-
wortet. Ans dieser Pritfung ist die Theone der elliptischen Funetionen
antatanden.

18. Nov.

2. Deec.
23. Dec.

217, Jan.

Réflexions sur la machine de M. Maver pour Elever Ueau
{NB Vielleicht No. 583). ;

Tentamen theoriae de frictione fluidorum {575).

M. le Président présente un ouvrage de géométrie en italien
en 2 volumes in 4% que M. le Marquis pe Faexano son
Auteur envoie & I'Académie. M. Evier prendra la peine de
P'examiner, avant qu'on fasse réponse. (Von dieser Zeit an
datiren die durch dieses Werk hervorgerufenen Arbeiten
Eurers iiber die Addition der elliptischen Integrale.)

GroBer Brief von Koexie an Maveerrus.

"1752.

Observationes de comparatione arcuum curvarum irrectificabilium.
Die Frucht der Lectiire des Werkes von Faevaxo; das thda-

mentaltheorem iiber die Addition der Integrale :
(423), ]/1 —x

@
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wi'w it o+ 18331 < 0 7o EHN T BLegendreHEulerif s} & IF
Drign 1 i i AEEHDEREMERBHEEZRURITEN?
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wortet, Aus dieser
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Ibrigen hat mir viel Vi

indem er in
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Euler 1757, SHMEHERORIZDOME :

Sur la force des colonnes

INEEEHEXKZ IHFOMRE

Lagrange 1770, SHIEHERD D IZDOFHASR :

Sur la figure des colonnes

BAIC LS HEEMRGEROEH

ds =

dy
V/2a — a2 f2 cos? ¢

Lagrange 1771, #EA(C kMG AHERXDOET
Ay - dIVKR O BFER FEREIRY FHER) ERE

ds =

Kdy

V

%E—FP 1 — cos¢ )+\smv

K cos pdy

di=

f—;g— + P(1 —cosp) + N sinp

K sin pdop

dy =

V

L[IQQ —|_P(l — COS ( )—|— \ "ﬁlll\r/




Euler 1757, SHMEHERORIZDOME :

Sur la force des colonnes ’ _
MEERHEKZ I DORE \ /| A

Lagrange 1770, #H{EHERD A IZDMHATR : i N j

Sur la figure des colonnes | /]

BAIC & 3 E SR OB A\

dy

ds =

V/2a — a2 f2 cos? ¢ ) )

Lagrange 1771, #EA(C kMG AHERXDOET
Ay - dIVKR O BFER FEREIRY FHER) ERE

Kdp
dg = !
\/ﬂ—gfinrP(l—cuw v) + N sin ¢ e
o WYL - DKL HRES
di = e s .
\/%Q— + P(1 —cosp) + Nsing
i K sin pdop \_
\/‘ll_,lffg +P(1_CUH )—|— \ "ﬁlll\r/ @
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Curvam elasticam a pendentem perscrutari copi
1 — 4
Curvam lemniscatam a L pendentem perscrutari copi
1 —pd
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De functione transcendente f JiTE = ¢, ubi statuimus # = f.
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Aufgabe.

Zwischen zwel gegebenen Punkten soll eine krumme Linie gezogen werden
1) von gegebener Linge = S,
2) von gegebenen Tangentenrichtungen im Anfangs- und Endpunkte,
3) von der Beschaffenheit, dass das Integral
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0 PP

ein Minimum werde.

p bedeutct hier den Kriimmungshalbmesser,
ds cin Element der Linge.

Aus den vorgeschriebenen Bedingungen folgt also leicht, dass
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Efls 1801 p. 17, Gauss¥Es = % 1840 GaussigZim

+- C etc., bremitatis gratia ita e1s des;gnamus

A=[el; B= [0,C]; C=[2 6], D=1[x ¢ 4
etc. '), Iam I]ﬂ:}pi].u.id sit .wquallﬂ indetérmie
nata ax = by = 1, vbi a, b positini. Suppo-
namus, id quod licet, & esse hon < 5. Tum ad
instar algorithmi noti, secundum quem duo-
rum numerorom  diugisor communis maximus
inuestigatur, formentur per dinisionem vulgas
rem aequaiiones, -

a=zcfh -+ ¢
b=54; 4 &
C=?d""l“§ E.‘tD..

ita vt @ &.wetc ¢, d, ¢ etc. sint integri positiui,
et b, ¢ 4, ¢ continuo ueu escentes, donec pers
uematur ad

m = un -+ 1, qucd tandem euenire debere con-
stat, Erit itaque a= [n, & ... v & <13 b = [m,
poaee 8], Tum F.ﬁt'x = [thrs 1 €], y = [+, oy
¥ & a], er:tquc ox = by 4 1, quando numero-
- -1 multitudo e::.t par; aut gx =
OISV ISETIONES est impar. Q. E. F,

ARITHMETICAE

e ERTOGaUss IR E BRMOBREHCIGA
(SL(2.2) = SL(2R))

EIFSEAE

DIOPTRISCHE UNTERSUCHUNGEN. 7

' =g +ub ST e
L3 br, — bl‘ + t" g" . . : l%
. gml_g: tu Y o r : .

b I b + t! rg 'y
u. s. f., woraus erhellet, dafs b* &§* linearisch durch 59 und §0 besnmml
werden; und dass; wenn man ‘
b* == g b0 4+ A& ‘ ‘
Q*——kb“-{—l{.:‘)}'."'k"'.'; ._)......(4,)
selzt, in der von Euler (Comment. Nov. dcad. Pelropol. T. IX) einge-

fiihrten Beze:chnung sein wird

' . #
g = (w0, 'y, ", w" ... %) - <o

h= (', u, 7, u'.....t%) (5)
k= (u ¢, 0, ¢, u" ... u¥) e " e
D= (8, )y 6y u e u®) ™

Die Bedeutung dieser Bezeichnung besteht bekanntlich darin, dafs, wenn aus
einer gegebenen Reihe von Grilsen @, a’, a”, @™ u, s. f. eine andere Reihe,
A, 4, A", 4" u. 5. £ nach folgendem Algorithmnus gebildet wird
Ad=a, A=a' A} 1, A"=a" A 44, 4" =a" A" } 4 5.1,
man schreibt i,
A={a), A'=(a, a'), 4" ={(a, o, a]), A" =(a, a’, a”, a'"") ws.f.
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Gudermann (WeierstrassdBf) 1838-43, HFE1844
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B, 28m e R=CGaussHh S5/ — bORTHAHoI-LigNEIND

Differ¢nziirt man diese Formeln noch einmal, so erhiilt man pach einer
leichten Reduction:

5, aigoz:nu = R snﬂu___sn:u,
6- azgyz:nu “_=__ch"2"_£_’;_£’
Dl o gy 2
8. '3:9‘ = kmmzu__mju.
Gudermann 1840
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2 Yk Hlu?
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e Gl“- Al, BI, GI, HI
- / {4
- 1 Al

Y& Blu®




Gudermann DIEH
- BHINDEHIL

sin amplitudinis = sn

cos amplitudinis = c¢n

A amplitudinis = dn
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Weierstrass 185X (1882)

ZUR THEORIE DER ELLIPTISCHEN FUNCTIONEN.*)

(Aus dem Sitzungsbericht der Kbnigl. Akademie der Wissenschaften
vom 27. April 1882.)

L

Herleitung der Relationen, welche unter den Functionen
Gu|w, w), 6(1|v,w), 6,#|w,wv), 6u| v,w) ‘

und deren partiellen Ableitungen nach %, o, stattfinden.

Es werde irgend eine dieser Functionen bloss mit G bezeichnet und

__ 0'log6

= Fw

gesetzt, so dass fiir die erste I'unction
¢ = g
und fiir G,, wo 4 eine der Zahlen 1, 2, 3 bedeutet,

¢ = @+ o)
ist. Dann hat man

a E]
(1) (’é{') =dal 0,99,
e

(2) = 9= —aKdVaER
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Man kann also setzen . ‘—GEE%W)EEEH?F&?&O)?*E

uﬂm +dn+1

P L 2z 1
(M) 6(n) = ¢ %% %bm’“@el)m@aﬂ“ e 26 = 66— 5 s

und erhilt aus (I.) zur Bestimmung der Coefficienten b, die Recursions-
formel :

(N') bm,n = 4 (m o l)bm+1m-1 + {411 + 1] bm-—l.n T {lﬂ + 20— 1)(2‘“ + 41 "-1) bm.u-l'
Hier ist

bﬂ,ﬂ =1, und E"m+:.—1 = 0, b L 0, bm,-t = 0.

Sie
S

M A = W—RIBX &A%
= T — Y
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Weierstrass 1854 #BISHAIRIELD R

Fir die etlzptascﬁen Functxonen ist dne Rechnung sehr lelcht.
hat namlich, wenn & = sinamw ist:

2
d al:g.z — R

1.

Setzt man nun & == %, so ergiebt sich

d*logp,  dlogp
du? du*

2

d*logp, __ _ p°

du* —  p??

GaussDHEEFEXEL L




Schwarz (1843-1921) DIEMBAE D@ ER (1893)

Diec Function .

3,

Mit der Sigma-Function Gu 1st die Pe-Function wu = ¢ 4 w, w

= @(u; g,,0,) durch die Gleichung

(1.) Gt —logbunt = *———

Sigma-function o & Pe-function piﬁiﬁm'(b\%
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Weierstrass — SchwarzADFH (1875)
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Euler’s “ground state of elasticae” of genera zero and one

A.L.B.Pyne, et.al., %
Nature communications

(2021) 12:1053
Euler 1744

Mathematical model of “excited elasticae’” of genus three

Repeating S-8 figures
appear in theory as well
as in observation.

A. Japaridze, et al., Nano Lett. 17 3, (2017) 1938-1948

L. Alonso-Sarduy, et al., Nano Lett. 13, (2013) 5679-5684 S. Matsutani’ PhYSica A 643 (2024) 12979@



Mathematical model of “excited elasticae” of genus five

", G : . s $ 3570 1 s Y
gl e -; L " \-J’ A1 ‘q""..-“ '.‘-

Electron micrographs of DNA (mini ColE1 plasmid
dimer, 5kb) by Laurien Polder [A. Kornberg and T.
A. Baker, DNA Replication, 2nd ed., W. H.

Freeman & Co., 1992 Fig. 1-24 p. 36. S. Matsutani, 2025.8

Spergler SJ, Stasiak A, Cozzarelli NR.
1985. Cell 42:325-334

https:/ /arxiv.org/abs/2504.18285
S. Matsutani, 2025.8 @




Mathematical model of “excited elasticae” of genus five

a - s ':‘t: .. - .:.9';... I'
e T M
Electron micrographs of DNA (mini ColE1 plasmid

dimer, 5kb) by Laurien Polder [A. Kornberg and T.

A. Baker, DNA Replication, 2nd ed., W. H. -
Freeman & Co., 1992 Fig. 1-24 p. 36. S. Matsutanl, 2025.8
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Spergler SJ, Stasiak A, Cozzarelli NR.
1985. Cell 42:325-334

https:/ /arxiv.org/abs/2504.18285
S. Matsutani, 2025.8 @
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