
楕円関数論の基点：
弾性曲線からσ関数にむけて

第31回 沼津改め静岡研究会
― 幾何，複素解析，そして数理物理―

２０２６年３月４日

松谷茂樹／金沢大学



・本日の話題は本来，懇親会でするようなものです．

・他方，話を少し盛りだくさんにしてしまいました

・たいへん申し訳ございませんが，
ご質問，コメントは，懇親会の際に承りますので，
少し少なめにしていただけるとたいへん有難いです

・ご協力よろしくお願いいたします



弾性曲線（Elastica）とは

k := dϕ / ds : 曲率;
= 1/[曲率半径].

・弧長不変（等長変換）の下で

を最小化する平面曲線の形状のこと

ϕ n

Ｘ

Ｙ

Euler-Bernoulli
エネルギー汎関数
（最古の調和写像）

・弾性力によって定まる平面上の曲線のこと
（ピアノ線の形状，紙の丸まり，梁の形状）



弾性曲線の始まり



da Vinci 1493 曲がった梁のスケッチ(マドリード手稿I より)
Madrid Codex I, f. 139r (MSS/8937). ©Biblioteca Nacional de Espana





Jacob Bernoulli 1691, 弾性曲線(elastica)問題の提示：
細い弾性棒の形状を数学的に定式化せよ！

Jacob Bernoulli 1694, 6月 長方形弾性曲線方程式の発見
                          等時性パラセントリック曲線により解決
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細い弾性棒の形状を数学的に定式化せよ！

Jacob Bernoulli 1694, 6月 長方形弾性曲線方程式の発見
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等時性パラセントリック曲線 （Leibnizが提唱した問題）
一定の重力が下方にかかる中で，原点Oから放たれた粒子が重力に引
かれ下降するとともに，粒子の原点Oからの距離が時間に比
例するとした際の，軌跡を求める問題．

錨の運動の数学モデル

原点O



Jacob Bernoulli 1691, 弾性曲線(elastica)問題の提示：
細い弾性棒の形状を数学的に定式化せよ！

Jacob Bernoulli 1694, 6月 長方形弾性曲線方程式の発見
                          等時性パラセントリック曲線により解決



Ｘ
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s:弧長

長方形弾性曲線



Jacob Bernoulli 1694, 6月 長方形弾性曲線方程式の発見の内容

１．xy平面上の曲線の曲率κを以下で示した（sは弧長）

∵ 接角をφとして

２．Ansatz「弾性曲線のｘ成分がκに比例する」の採用

３．１＆２より

→

→

→

∵

∵
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s:弧長

Ｘ

Ｙ

Jacob Bernoulli：導出においても（X(s), Y(s))として取り扱っている
以下，Euler, Lagrange, Gaussの何れも，楕円積分の逆関数として，
X(s), Y(s)を取り扱っている．

Abel, Jacobiが「初めて，楕円積分の逆関数の重要性に気づいた！」
という逸話は，Legendreが誤った楕円積分観を伝承したためと思われる



Jacob Bernoulli 1694, 6月 長方形弾性曲線方程式の発見の内容

１．xy平面上の曲線の曲率κを以下で示した（sは弧長）

∵ 接角をφとして

２．Ansatz「弾性曲線のｘ成分がκに比例する」の採用
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Huygens 1694, 10月 Jacobへの批判：弾性曲線の多様性 65歳



Huygens 1694, 10月 Jacobへの批判：弾性曲線の多様性 65歳

弾性曲線は様々な形状を持つ！
このアプローチでは拡張性欠ける（Ansatzは不明）



Jacob Bernoulli 1694, 10月 レムニスケート曲線の発見 39歳

Huygens 1694, 10月 Jacobへの批判：弾性曲線の多様性 65歳

弾性曲線は様々な形状を持つ！
このアプローチでは拡張性欠ける（Ansatzは不明）



45°

M. 1995

180°⇒ 270°

各点で接角を
𝟑𝟑
𝟐𝟐
倍する



Jacob Bernoulli 1694, 10月 レムニスケート曲線の発見 39歳

Huygens 1694, 10月 Jacobへの批判：弾性曲線の多様性 65歳

弾性曲線は様々な形状を持つ！
このアプローチでは拡張性欠ける（Ansatzは不明）

Huygensの批判(怒り)をかわすのが狙いではないか？



Jacob Bernoulli 1694, 6月 長方形弾性曲線方程式の発見の内容

１．xy平面上の曲線の曲率κを以下で示した（sは弧長）

∵ 接角をφとして

２．Ansatz「弾性曲線のｘ成分がκに比例する」の採用

３．１＆２より

→

→

→

∵

∵積分の境界条件を変更する！



Jacob Bernoulli 1695 一般の弾性曲線へ

曲率表現＋Ansatz「弾性曲線のｘ成分がκに比例する」より



Jacob Bernoulli 1695 一般の弾性曲線へ

曲率表現＋Ansatz「弾性曲線のｘ成分がκに比例する」より



Fagnano 1718頃, レムニスケート曲線の研究

（レムニスケート ⇔ 長方形弾性曲線

⇔ 等時性パラセントリック曲線）

の対応（変換関係）を一般化することで、
Huygensの批判を更に緩和したい？

変換

変換



Fagnano 1718頃, レムニスケート曲線の研究

（レムニスケート ⇔ 長方形弾性曲線

⇔ 等時性パラセントリック曲線）

の対応（変換関係）を一般化することで、
Huygensの批判を更に緩和したい？

変換

変換



弾性曲線から楕円関数へ



Euler 1732, 弾性曲線による一般の楕円積分の発見（力の平衡より）

Euler 1744, 書籍「方法（等周問題）」の出版：
その付録で弾性曲線問題の完全解決

Daniel Bernoulli 1742, 弾性曲線のエネルギーと最小問題の発見

等長条件
（等周問題）

光学から力学系への
最小原理の一般化



付録：弾性曲線の章 Euler 1744



付録：弾性曲線の章 Euler 1744

この書に示された手法は、解析において

極めて有用であるばかりか、物理的問題

の解決にも大いに寄与することを、偉大

な数学者たちは既に認識している。なぜ

なら、宇宙の構造は最も完璧であり、最

も賢明なる創造主の御業であるゆえ、宇

宙において何一つとして、最大値と最小

値の関係が現れない事象は起こり得ない

からである。

みわざ

Eulerの方法(等周法・変分法)の開発は「宇
宙＝神の御業」を読み解くこと，i.e., 力学
系(=弾性曲線)の解決が目的であった？！

1752年には「ニュートン方程式」を導出．



potential





Euler-Lagrange方程式

並進対称性に関する
Neotherの定理(運動量写像)
(Emmy Neother 1918)

Lagrange未定乗数法を活用

等長(等周)条件下での
変分問題を解く！

M, Euleriana 2025



SO(2)と並進対称性を
活用した議論





Euler 1744 の弾性曲線方程式の導出

Eulerは，Jacob BernoulliのAnsatzを陰に証明した

Eulerは，陰に弾性曲線方程式として，静MKdV方程式を導出

弾性曲線方程式としての静MKdV方程式の陽な導出は
Bryant-Griffiths(1986)による



Newton 1711, 1669年の実楕円曲線のモデュライの研究の書籍出版



Newton 1711, 1669年の実楕円曲線のモデュライの研究の書籍出版



Euler 1744, 実楕円積分のモデュライの研究により弾性曲線の完全分類

周期＆擬周期構造を示している

Ｘ

Ｙ



Euler 1744, 実楕円積分のモデュライの研究により弾性曲線の完全分類

現代的に見た
弾性曲線のモデュライ

この形状は，Weierstrassのζ関数によって記述される(M2010)

この形状を眺めて，テータ関数との関連を想起できたのは，
Mumford(1994)．Gaussは反応した？！ Eulerも恐らく…
 

（Lagrange, Legendre，Jacobi，多くの数学者が気づけなかった） 

楕円テータ関数の周期＆擬周期構造を示している

Ｘ

Ｙ



Euler 1738(?), 長方形弾性曲線の研究：



Euler 1738(?), 長方形弾性曲線の研究：

・Legendre関係式の特殊版
・Gaussを算術幾何平均へ誘った



Euler 1751.12-1752.1, Fagnanoの研究により加法定理を得た



Euler 1751.12-1752.1, Fagnanoの研究により加法定理を得た

Jacobi-Fussの見解：「このとき楕円関数が誕生した」

1746以降のEulerの行動録
1843出版



Euler 1751.12-1752.1, Fagnanoの研究により加法定理を得た

Jacobi-Fussの見解：「このとき楕円関数が誕生した」



Euler 1751.12-1752.1, Fagnanoの研究により加法定理を得た

Jacobi-Fussの見解：「このとき楕円関数が誕生した」

弾性曲線を通じた，
・楕円積分と非線形微分方程式の関係
・楕円積分の逆関数としての楕円関数の考察
・実楕円曲線のモデュライの研究
・Legendre関係式の発見
などを考慮すると「適切ではない」と考える



Euler 1751.12-1752.1, Fagnanoの研究により加法定理を得た

Jacobi-Fussの見解：「このとき楕円関数が誕生した」

１．Jacobiは弾性曲線の仕事を知らなかった？

２．知っていたが，あえて無視した？
・整数論（代数）と結びつく楕円関数こそが楕円関数論
であり，その始まりである（解析はどっちでもいい）

 

・1833に亡くなった尊敬するLegendreがEuler積分と呼
んだものと楕円関数論史を結び付けたい？

 

・「逆関数」としての楕円関数の発見の事実に対して，
弾性曲線の研究はJacobiにとって不都合だった？

・Fourierとの確執(1830年)から楕円積分が技術と結び
  ついた史実を隠蔽したい？

弾性曲線を通じた，
・楕円積分と非線形微分方程式の関係
・楕円積分の逆関数としての楕円関数の考察
・実楕円曲線のモデュライの研究
・Legendre関係式の発見
などを考慮すると「適切ではない」と考える



Euler 1757, 弾性曲線の分岐の研究



Euler 1757, 弾性曲線の分岐の研究



Euler 1757, 弾性曲線の分岐の研究：
Sur la force des colonnes

Lagrange 1770, 弾性曲線の分岐の研究：
                           Sur la figure des colonnes

接角による弾性曲線方程式の導出

Lagrange 1771, 接角による弾性曲線方程式の導出
         静サイン・ゴルドン方程式(非線形振り子方程式）と同定

加法定理が意味を持つ問題



Euler 1757, 弾性曲線の分岐の研究：
Sur la force des colonnes

Lagrange 1770, 弾性曲線の分岐の研究：
                           Sur la figure des colonnes

接角による弾性曲線方程式の導出

Lagrange 1771, 接角による弾性曲線方程式の導出
         静サイン・ゴルドン方程式(非線形振り子方程式）と同定

加法定理が意味を持つ問題

静サイン・ゴルドン方程式



弾性曲線からσ関数の原型へ



Gauss 1797 1 8 日記, 弾性曲線の研究についての記述

Curvam elasticam a            pendentem perscrutari copi

Curvam lemniscatam a            pendentem perscrutari copi

この式に従う弾性曲線（→レムニスケート曲線）の研究を行う



Gauss日記

Gauss日記 1796年（19歳）～ 1814年



Gauss 1797 1 7, 長方形弾性曲線の高さと長さ＋■の記述

Cf. Eulerの長方形型弾性曲線方程式の記述 Methodues 1744



Gauss 1797 1 8 日記, 弾性曲線の研究についての記述

Curvam elasticam a            pendentem perscrutari copi

Curvam lemniscatam a            pendentem perscrutari copi

この式に従う弾性曲線（→レムニスケート曲線）の研究を行う



Gauss 1799 5 30, 算術・幾何平均によるレムニスケート周期の計算の記述

Cf. Eulerの長方形型弾性曲線方程式の記述 Methodues 1744



Gauss 1800 5 6, 一般の楕円積分について普遍性を発見したとの記述



Gauss 1800 楕円関数の静サイン・ゴルドン方程式の双一次形式による
テータ級数の同定

←静サイン・ゴルドン方程式
振り子の方程式

静サイン・ゴルドン方程式

← σ関数の原型となるもの

← 広田の双一次形式と呼ばれるもの



Gsuss_Werke_Vol8_p96_1800



Gauss 1800 楕円関数の静サイン・ゴルドン方程式の双一次形式による
テータ級数の同定

←静サイン・ゴルドン方程式
振り子の方程式

・非線形微分方程式 → (広田)双一次方程式 → テータ級数

（1970ー1990：可積分系のτ関数の原型がここにある) 

・「Bernoulli-Euler-Lagrangeの非線形方程式 → 楕円関数研究」の
精神を受け継ぎ，発展させている．

静サイン・ゴルドン方程式

← σ関数の原型となるもの

← 広田の双一次形式と呼ばれるもの



Gauss 1825 弾性曲線方程式の変分法による導出
(1825: LegendreがEulerの業績を矮小化した楕円関数論を出版した年）

←静サイン・ゴルドン方程式
振り子の方程式



Gauss 1827 8.6. (Abelの初論文(1827.9月)以前）
 テータ関数P,Qを２つから４つP,Q,R,Sに拡張
(Werke 算術・幾何平均から始まる58頁の大作)
(所謂 lemniscate 関数の理論も記載)

Gauss 1827 モデュライの図の描画 Z+Zτ=Z[τ]



Gauss 1827 8.6. (Abelの初論文(1827.9月)以前）
 テータ関数P,Qを２つから４つP,Q,R,Sに拡張
(Werke 算術・幾何平均から始まる58頁の大作)
(所謂 lemniscate 関数の理論も記載)

現代的に見た
弾性曲線のモデュライ

Gauss モデュライの図は，弾性曲線のモデュライに対応している

Gauss 1827 モデュライの図の描画 Z+Zτ=Z[τ]



Gauss：
「算術を手本に諸科学を理解する」
（シモベのように諸科学に寄与する）

・算術でのGauss括弧で，望遠鏡の設計に応用
（SL(2,Z) ⇒ SL(2,R)）

・Gaussの和での環構造で，天体の軌道計算に応用
  （円分体，巡回群の誘導表現の応用）

・連分数，Gaussの括弧による逐次近似を
一次方程式の数値解法に応用

（行列のレゾルベント(Gauss-Seidel法））

・算術・幾何平均 → 楕円関数論（弾性曲線論?）



算術 1801 p.17, Gauss括弧 ⇒ 光学 1840 Gauss括弧

算術でのGauss括弧を望遠鏡の設計に応用
（SL(2,Z) ⇒ SL(2,R)）



Gauss：
「算術を手本に諸科学を理解する」
（シモベのように諸科学に寄与する）

・算術でのGauss括弧で，望遠鏡の設計に応用
（SL(2,Z) ⇒ SL(2,R)）

・Gaussの和での環構造で，天体の軌道計算に応用
  （円分体，巡回群の誘導表現の応用）

・連分数，Gaussの括弧による逐次近似を
一次方程式の数値解法に応用

（行列のレゾルベント(Gauss-Seidel法））

・算術・幾何平均 → 楕円関数論（弾性曲線論?）



Gaussの楕円関数論からWeierstrassの楕円関数論へ



Gudermann (Weierstrassの師) 1838-43, 書籍1844 

Jacobiの楕円関数, 
sn,cn,dnを考察した
一連の論文1838-43を
1844年に書籍化した 



Gudermann 1838 (論文では第3論文）
第1,2論文を見たGaussからノートの開示があったと推測される 

Gudermann 1840 

Gudermannのテータ関数
Al, Bl, Gl, Hl 

 



Gudermann の慣習
・名前の短縮化

sin amplitudinis ⇒ sn
                   cos amplitudinis ⇒ cn
                  Δ amplitudinis ⇒ dn

・重要関数のドイツ文字表記



Gudermann 1844： el関数（Weierstrass ζ関数に相当)の研究 

← el関数
    ζ関数の原型

elasticaの形状？
Gaussからの示唆と同時期に導入





Weierstrass 1840 楕円σ関数の萌芽(Al関数)の研究 (Gudermann)

GaussのP, Q, R, S，微分方程式＆双一次形式が記載されている！

注)Weierstrass は，Abel
のテータ関数による加法定
理の論文を引用している

注)Frickeがこの対応に注意していた



静サイン・ゴルドン方程式 → 双一次形式 → θ関数の展開係数の決定

← ｐ関数の原型

← el関数
    ζ関数の原型

elasticaの形状？



P, Q, R, S

Al1, Al2, Al3, Al

（P Q   R   S）

σ1, σ2, σ3, σ

Weierstrass 1840

Weierstrass 185X

Gauss 1827

σ関数の系譜

Al, Bl, Gl, Hl
Gudermann 1840(出版)



Weierstrass 185X (1882)

静KdV方程式



Weierstrass 185X (1882)

←静KdV方程式



非線形微分方程式 ⇒ 双一次形式＆代数曲線
⇒ テータ級数

Weierstrass 185X (1882)

Euler-Lagrange-Gaussの思想がWeierstrassの
楕円関数論には息づいている

←σ関数の展開係数の決定



Weierstrass 1854 超楕円Al関数の研究

Gaussの方法を手本とした



Schwarz(1843-1921)の楕円関数の講義録(1893)

Sigma-function σ と Pe-function   が現れている



Hecke(1887-1947)のノート(1907)
ベルリン学派以外にも広がっている



1840
楕円関数

1854
超楕円関数 遷移？

185?(1882)
楕円関数

有
理
型
関
数

シ
グ
マ
関
数

a

al 𝒶𝒶ℓ

a

al
𝒶𝒶ℓ

Weierstrass の有理型関数とσ関数の遍歴

σ～SAlAl～S

WeierstrassはAbelと師Gudermanを心から尊敬した

𝒶𝒶



Legendre → Abel → Jacobiの系譜



Legendre (1752-1833)：
Lagrangeの楕円積分論を引き継ぎ，応用を見据えて，楕円積分の積
分表の書籍の出版を目指した．

その目的のため楕円積分を関数として捉え，
楕円積分の分類（同一性の議論，変換論）に注力（→Riemann面へ）

1811～19年『積分計算演習』出版
1825年『楕円関数論およびEuler積分』第1巻

1826年『楕円関数論およびEuler積分』第2巻
1828年『楕円関数論およびEuler積分』第3巻

Poisson:「Legendreは（肖像画などにより評価するより）自分の作品だけ
を取り上げてほしいという願望を持っていた」
(楕円積分で名を遺すことが目標であった？ ⇒ Eulerを過小評価(?) ，
Eulerの楕円の研究も無視し，d‘Alembertが楕円関数の祖とした)

(Gaussは常にEulerを尊敬，評価していたのと対比されるべきこと)

Eulerの楕円関数の業績を
(理解できず?)切り捨て，
Euler積分のみを取り上げた

Euler積分:

恩のあるd’Alembertの楕円の弧長の研

究(1746)を引用し，楕円関数と命名



20世紀に受け継がれる 頓挫 20世紀に受け継がれる

1854

ガウス 弾性曲線論（SG)
・微分方程式（SG)
→ 楕円θ関数 1799

ワイエルシュトラス 1841

・微分方程式(SG)
→ 楕円Al関数
→ 超楕円Al関数

ワイエルシュトラスの
楕円関数論

ラグランジュ
・弾性曲線論 （SG)1770

・楕円積分            1784

オイラー，ヤコブ，ダニエル・ベルヌーイ
・変分法・弾性曲線論
・楕円積分           1691, 1744

ルジャンドル 
・第１～３種積分

ヤコビ        1829

・第１～３種微分
→ 楕円θ関数

アーベル 1827-9

・楕円関数論

ヤコビ        1835

・超楕円関数論

アーベル 1828-9

・一般の代数曲線

リーマンの
アーベル関数論

ワイエルシュトラス
の代数関数論



楕円関数

楕円曲線

被覆空間

ヤコビ多様体

σ
関

数

楕円積分

アーベル
・ヤコビ

写像

ヤコビの
逆公式P

有理型
関数

＝

C

C

X

κJ

X

ｗ

ｗ
～～

κX

p
P

ιX
ιJ

J＝ /ΓCX X

Euler-Gauss-Weierstrassのビジョン

・同値性を持つ曲線群の中でよい代表元が全体を表現する
（⇔ 非線形微分方程式が系を表現する）

・有理型関数はよい代表元において，その展開係数まで具体的
に定まる（定めなければ，弾性曲線は描けない）



Weierstrass → Schwarzへの手紙 (1875)
 
『私は，函敷論の諸原理を考究すればする程―そして私は絶え
ずそのことをして来たのですが― 益々，これ等の諸原理は代數
學的真理の基礎の上にたつてゐること，従って，若し，逆に，
代敷學の簡箪な基本的な定理を立證するために超限の助けを借
りようとするならば，それは眞の方法ではないことをたく確信
するに至ったのであります．そして，リーマンRiemann が，そ
れによりて代敷學的函敷の幾多の重要な性質を證見した諸考察
が，一見如何に深遠な議論のやうに見えても，このことは依然
として眞であります．』
 ポアンカレ『科学者と詩人』 （平林 初之輔訳）



・現代的な楕円関数論は，Weierstrassの講義録を出発点としている．

・Weierstrassの楕円関数論は，Gaussの楕円関数論の礎の上にある．

・Weierstrassの楕円関数論の中心的役割を果たすσ関数はGaussのS関
数から来ている
(非線形微分方程式 ⇒ 代数曲線，双一次形式

⇒  テータ関数，有理型関数の展開決定

・GaussはEulerの弾性曲線の研究から影響を受けている
(Bernoulli-Euler-Lagrangeは楕円積分の逆関数を取り扱った）

・これらはFagnano-Euler-Lagrange-Abel-Jacobiを中心とした楕円関数
論史とは大きく異なるものである．

可積分系の研究で1970年以降に一部復興した



弾性曲線のその後，

弾性曲線の励起状態は
(S1のR2の等長埋め込みのモデュライ)

・DNAの形状
・超楕円曲線の代数関数論
  (S1の超楕円リーマン面の実埋め込みとその被覆空間の代数関数)

に関わる



A. Japaridze, et al., Nano Lett. 17 3, (2017) 1938-1948

Repeating S-8 figures 
appear in theory as well 
as in observation.

Mathematical model of “excited elasticae” of genus three

L. Alonso-Sarduy, et al., Nano Lett. 13, (2013) 5679−5684 S. Matsutani, Physica A 643 (2024) 129799

A.L.B.Pyne, et.al., 
Nature communications 
(2021) 12:1053

Euler’s “ground state of elasticae” of genera zero and one

Euler 1744



Electron micrographs of DNA (mini ColE1 plasmid 
dimer, 5kb) by Laurien Polder [A. Kornberg and T. 
A. Baker, DNA Replication, 2nd ed., W. H. 
Freeman & Co., 1992 Fig. 1-24 p. 36. S. Matsutani, 2025.8

Spergler SJ, Stasiak A, Cozzarelli NR. 
1985. Cell 42:325–334

S. Matsutani, 2025.8
https://arxiv.org/abs/2504.18285

Mathematical model of “excited elasticae” of genus five



Electron micrographs of DNA (mini ColE1 plasmid 
dimer, 5kb) by Laurien Polder [A. Kornberg and T. 
A. Baker, DNA Replication, 2nd ed., W. H. 
Freeman & Co., 1992 Fig. 1-24 p. 36. S. Matsutani, 2025.8

Spergler SJ, Stasiak A, Cozzarelli NR. 
1985. Cell 42:325–334

S. Matsutani, 2025.8
https://arxiv.org/abs/2504.18285

Mathematical model of “excited elasticae” of genus five

弾性曲線の励起状態(DNAの形状)を理解する為には、
代数関数論の更なる発展が必須



ご清聴ありがとうございました
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